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Ecole normale supérieure de Cachan 
Option P’ 


6 G 4 3 Les fonctions considérées ici sont supposées continues de la variable réelle et à valeurs 
complexes. 


PARTIE A. 


T 
Si f'est une fonction de période T > 0 ,on note C, (f) la quantité égale à 


T 
| foxye 0x4, (ne Zy: 
0 


1° Soit f et g deux fonctions de période T > 0 telles que 


VneZ Ci(f) = CT(g). 
TT 


Monter que If(x)-g(x)l?dx = Oeten déduire que f = g. 
0 


2° Soit f une fonction de période T telle que Y Ce. (f)1 < +00 


ne Z 


Déduire du 1° que: 
VreR f(x) = Y CT(ppe2i#nx, 


ne 7. 
On considère maintenant une fonction @ telle qu'il existe & > 0 pour lequel la fonction x — ET "| 6(x)l 
est bornée. 
SoitT > 0: 


3° Soit A > O. Montrer que pourin| > £ et Ixl < A ona 


Ix+nTI2>1InIT-A. 
En déduire que, pour tout xe R , la « série » > 8(x+nT) est absolument convergente et définit une 
ne Z 


fonction continue de la variable x, de période T, qu’on notera où et qui s’appelle la T-périodisée de 6. 


+ 
4° On considère, pour ve R fixé, l'intégrale Î O(x)e "dx. 


— co 


a) Montrer que cette SEE est absolument n On notera À (v ) sa valeur. 


b) Montrer que la fonction Ô ainsi définie est continue. (À s'appelle la transformée de Fourier de 0.) 


c) Montrer queC, HUILE Z6(27n/T). 


1+ 
On suppose de plus qu'il existe B > O tel que la fonction d —1v | *p 1ê (vd) l'est bornée. 


5° Montrer que: Vxre R pa O(x+nT) = D) Ê(2rn/T)ed217/Tonx, 
ne Z T,eZ 


(Ce résultat est appelé la formule de Poisson.) 


6° SiAestun réel > 0,onnot@N-(A)={neZ,l2nrn/TI< A). 
a) Montrer que 


A 
bn D dernmetien - «20 | ô (v)e'"*dv 
T+tæ ne N,(A) SR 


b) Montrer qu’il existe une constante c > 0 telle que 


+ S'AËGRn/TII < clA-2r1"P, pour T > let A > 2. 


ne N+(A) 


c) Déduire de a) et b) que 


” Mis normale supérieure ADS Cacher ns Un as nn 2} 
| 
| 


ñ 
ER Te 


ÊQnn/T) ei 2 (19 r) Ï Ô (v)e "*d. 


— co 


+ co 
d) Montrer que VxeR 6(x) = (127) Ï 6 (v)e "dv 


— co 


(Cette formule s'appelle la formule de réciprocité de Fourier.) 


PARTIE B. 


Les fonctions @ et Ô restent soumises aux hypothèses de la partie précédente. On suppose de plus que 
8(0)= 1. 


2 
On considère une fonction f continue et 2 r-périodique. On pose C, (f) = C, é (f) (ne Z). 


1° Soit rt > O. 


a) Montrer que Ÿ 1C,(f)1 18 (nt)l < +o. 
ne Z 


b) En déduire que Vxe R la « série » Ÿ C,(f)e"*6 (nt) 
ne Z 


définit une fonction continue de la variable x, que l’on notera @, (x). 


2° Onpose, pourt > OetueR, K,(u) = Y e"UO(nt). 


ne Z 
En pue la formule de Poisson à la fonction W définie par w (x) = e ("#0 (x) (u et 1 fixés), montrer 


que K,(u) = > ÊG2rn-u)/t). 


PET 


se pae B,69 = 2. C,(Q)e Ont) Ê 


nez 2x 
3° Montrer que Vxe R o,6 = 029 | f(x-u)K,(u)du. 
0 


+ co 


4° En déduire que Vxe R ®,(x) = (127) | f(x+vr)8(v)du. 


— co 


+ co 
5° Monerque (129) | É(v)du= 1. 


— co 


6° En déduire que Vxe Rona: 
lim D C,(f)e"*6 (nt) = f(x) 


1-0 neZ 


et que cette convergence est uniforme en x. 


PARTIE C. 


La fonction f est toujours une fonction continue 2 r-périodique. 


Application 1. | 
Montrer que lim. YŸ C,(f)e"*r'"!=f(x) (Vxe R). 
r— 1" ne Z 
(Procédé de sommation de Poisson) 
Application 2. 


+ co 
2 2 
On pose 8 (x) = A | ec" UxE (x)*. 


A : à : D'À 
1° Montrer que 8 vérifie une équation différentielle du premier ordre et en déduire 0. 


; 2:2 
2° Montrerquelim, Ÿ C,(fe""e"" = f(x). 
1 0, Z 


(Procédé de sommation de Weierstrass) 
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